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1 . I n t r o d u c t i o nB a y e s i a n m e t h o d s h a v e p r o v e d p o w e r f u l i n m a n y a p p l i c a t i o n s , i n c l u d i n g M R I , f o r t h ei n f e r e n c e o f m o d e l , e . g . p h y s i o l o g i c a l , p a r a m e t e r s f r o m d a t a . T h e s e m e t h o d s a r eb a s e d o n B a y e s ’ t h e o r e m , w h i c h i t s e l f i s d e c e p t i v e l y s i m p l e . H o w e v e r , i n p r a c t i c e t h ec o m p u t a t i o n s r e q u i r e d a r e i n t r a c t a b l e e v e n f o r s i m p l e c a s e s . H e n c e m e t h o d s f o rB a y e s i a n i n f e r e n c e a r e e i t h e r s i g n i f i c a n t l y a p p r o x i m a t e , e . g . L a p l a c e a p p r o x i m a t i o n ,o r a c h i e v e s a m p l e s f r o m t h e e x a c t s o l u t i o n a t s i g n i f i c a n t c o m p u t a t i o n a l e x p e n s e , e . g .M a r k o v C h a i n M o n t e C a r l o m e t h o d s . H o w e v e r , m o r e r e c e n t l y t h e V a r i a t i o n a l B a y e s( V B ) m e t h o d h a s b e e n p r o p o s e d ( A t t i a s 2 0 0 0 ) t h a t f a c i l i t a t e s a n a l y t i c a l c a l c u l a t i o n so f t h e p o s t e r i o r d i s t r i b u t i o n s o v e r a m o d e l . T h e m e t h o d m a k e s u s e o f t h e m e a n f i e l da p p r o x i m a t i o n , m a k i n g a f a c t o r i s e d a p p r o x i m a t i o n t o t h e t r u e p o s t e r i o r , a l t h o u g hu n l i k e t h e L a p l a c e a p p r o x i m a t i o n d o e s n o t n e e d t o r e s t r i c t t h e s e f a c t o r i s e d p o s t e r i o r st o a G a u s s i a n f o r m . P r a c t i c a l i m p l e m e n t a t i o n s o f V B t y p i c a l l y m a k e u s e o f f a c t o r i s e da p p r o x i m a t e p o s t e r i o r s a n d p r i o r s t h a t b e l o n g t o t h e c o n j u g a t e Z e x p o n e n t i a l f a m i l y ,m a k i n g t h e r e q u i r e d i n t e g r a l t r a c t a b l e . T h e p r o c e d u r e t a k e s a n i t e r a t i v e a p p r o a c hr e s e m b l i n g a n E x p e c t a t i o n M a x i m i s a t i o n m e t h o d a n d w h o s e c o n v e r g e n c e i sg u a r a n t e e d . S i n c e t h e m e t h o d i s a p p r o x i m a t e t h e c o m p u t a t i o n a l e x p e n s e i ss i g n i f i c a n t l y l e s s t h a n M C M C a p p r o a c h e s a n d i s a l s o l e s s t h a n a L a p l a c ea p p r o x i m a t i o n s i n c e n o H e s s i a n n e e d b e e v a l u a t e d .A t t i a s ( 2 0 0 0 ) p r o v i d e s t h e o r i g i n a l d e r i v a t i o n o f t h e ‘ V a r i a t i o n a l B a y e s F r a m e w o r kf o r G r a p h i c a l M o d e l s ’ ( a l t h o u g h i s n o t t h e f i r s t p e r s o n t o t a k e s u c h a n a p p r o a c h ) . H ei n t r o d u c e s t h e c o n c e p t o f ‘ f r e e Z f o r m ’ s e l e c t i o n o f t h e p o s t e r i o r g i v e n t h e c h o s e nm o d e l a n d p r i o r s , a l t h o u g h t h i s i s u l t i m a t e l y l i m i t e d b y t h e n e e d f o r t h e p r i o r s a n df a c t o r i s e d p o s t e r i o r s t o b e l o n g t o t h e c o n j u g a t e e x p o n e n t i a l f a m i l y ( B e a l 2 0 0 3 ) . Ac o m p r e h e n s i v e e x a m p l e o f t h e a p p l i c a t i o n o f V B t o a o n e Z d i m e n s i o n a l G a u s s i a nm i x t u r e m o d e l h a s b e e n p r e s e n t e d b y P e n n y e t a l . ( 2 0 0 0 ) . B e a l ( 2 0 0 3 ) h a s p r o v i d e d at h o r o u g h d e s c r i p t i o n o f v a r i a t i o n B a y e s a n d i t s r e l a t i o n s h i p t o M A P a n d M L E , a s w e l la s i t s a p p l i c a t i o n t o a n u m b e r o f s t a n d a r d i n f e r e n c e p r o b l e m s . H e h a s s h o w n t h a tE x p e c t a t i o n M a x i m i s a t i o n a l g o r i t h m i s a s p e c i a l c a s e o f V B . F r i s t o n e t a l . ( 2 0 0 7 )a d d i t i o n a l l y h a s c o n s i d e r e d t h e V B a p p r o a c h a n d v a r i a t i o n a l f r e e e n e r g y i n t h ec o n t e x t o f t h e L a p l a c e a p p r o x i m a t i o n a n d R e M L . I n t h i s c o n t e x t t h e y u s e a f i x e d
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m u l t i ) v a r i a t e G a u s s i a n f o r m f o r t h e a p p r o x i m a t e p o s t e r i o r , i n c o n t r a s t t o t h e ‘ f r e e )f o r m ’ a p p r o a c h . T o e n s u r e t r a c t a b l i l i t y o f t h e V B a p p r o a c h t h e m o d e l s t o w h i c h i t c a nb e a p p l i e d a r e l i m i t e d ( B e a l 2 0 0 3 ) . H o w e v e r , W o o l r i c h & B e h r e n s ( 2 0 0 6 ) h a v ea v o i d e d t h i s p r o b l e m , i n t h e c o n t e x t o f s p a t i a l m i x t u r e m o d e l s , b y u s i n g a T a y l o re x p a n s i o n o f t h e s e c o n d o r d e r . F r i s t o n e t a l . ( 2 0 0 7 ) h a v e a l s o a p p l i e d t h e i r v a r i a t i o n a lL a p l a c e m e t h o d t o n o n ) l i n e a r m o d e l s b y w a y o f a T a y l o r e x p a n s i o n , t h i s t i m ea s s u m i n g t h a t t h e m o d e l i s w e a k l y n o n ) l i n e a r a n d h e n c e i g n o r i n g s e c o n d ) o r d e r a n dh i g h e r t e r m s . M a c k a y ( 2 0 0 3 ) h a s p r o v i d e d a b r i e f n o n ) t e c h n i c a l i n t r o d u c t i o n t o t h eV B a p p r o a c h a n d P e n n y e t a l . ( 2 0 0 3 ; 2 0 0 6 ) h a v e p r o v i d e d a m o r e m a t h e m a t i c a li n t r o d u c t i o n s p e c i f i c a l l y f o r f M R I d a t a a n d t h e G L M , w i t h a c o m p a r i s o n t o t h eL a p l a c e a p p r o x i m a t i o n a p p r o a c h i n t h e l a t e r w o r k .I n t h i s r e p o r t w e p r e s e n t a V a r i a t i o n a l B a y e s s o l u t i o n t o p r o b l e m s i n v o l v i n g n o n )l i n e a r f o r w a r d m o d e l s . T h i s t a k e s a s i m i l a r a p p r o a c h t o ( A t t i a s 2 0 0 0 ) , a l t h o u g h u n l i k e( A t t i a s 2 0 0 0 ; P e n n y e t a l . 2 0 0 0 ; B e a l 2 0 0 3 ) t h e f a c t o r i s a t i o n w i l l b e o v e r t h ep a r a m e t e r s a l o n e , l i k e f o r e x a m p l e ( P e n n y e t a l . 2 0 0 3 ) , s i n c e w e d o n o t h a v e a n yh i d d e n n o d e s i n o u r m o d e l . M o t i v a t e d b y t h e a p p r o a c h o f ( W o o l r i c h e t a l . 2 0 0 6 ) w ew i l l e x t e n d V B t o n o n ) l i n e a r m o d e l s u s i n g a T a y l o r e x p a n s i o n , p r i m a r i l y r e s t r i c t i n go u r s e l v e s , l i k e F r i s t o n e t a l . ( 2 0 0 7 ) , b y a n e x p a n s i o n o f t h e f i r s t o r d e r . S i n c e t h eV a r i a t i o n a l m e t h o d i s i t e r a t i v e , c o n v e r g e n c e i s a n i m p o r t a n t i s s u e s a n d i t i s f o u n d t h a tt h e g u a r a n t e e s t h a t h o l d f o r p u r e V B d o n o t h o l d f o r o u r n o n ) l i n e a r v a r i a n t , h e n c ec o n v e r g e n c e i s d i s c u s s e d f u r t h e r a n d t h e a p p l i c a t i o n o f a L e v e n b u r g ) M a r q u a ta p p r o a c h i s p r o p o s e d .2 . V a r i a t i o n a l B a y e s2 . 1 . B a y e s i a n I n f e r e n c eT h e b a s i c B a y e s i a n i n f e r e n c e p r o b l e m i s o n e w h e r e w e h a v e a s e r i e s o fm e a s u r e m e n t s , y , a n d w e w i s h t o u s e t h e m t o d e t e r m i n e t h e p a r a m e t e r s , w , o f o u rc h o s e n m o d e l M . T h e m e t h o d i s b a s e d o n B a y e s ’ t h e o r e m :P w | y , M( ) = P y , w | M( )P y | M( ) = P y | w , M( ) P w | M( )P y | M( ) , ( 2 . 1 )
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w h i c h g i v e s t h e p o s t e r i o r p r o b a b i l i t y o f t h e p a r a m e t e r s g i v e n t h e d a t a a n d t h e m o d e l ,P w | y , M( ) , i n t e r m s o f : t h e l i k e l i h o o d o f t h e d a t a g i v e n t h e m o d e l w i t h p a r a m e t e r sw , P y | w , M( ) , t h e p r i o r p r o b a b i l i t y o f t h e p a r a m e t e r s f o r t h i s m o d e l , P w | M( ) ,a n d t h e e v i d e n c e f o r t h e m e a s u r e m e n t s g i v e n t h e c h o s e n m o d e l , P y | M( ) . W e a r e n o tt o o c o n c e r n e d w i t h t h e c o r r e c t n o r m a l i s a t i o n o f t h e p o s t e r i o r p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n ,h e n c e w e c a n n e g l e c t t h e e v i d e n c e t e r m t o g i v e :P w | y( ) n P y | w( ) P w( ) , ( 2 . 2 )w h e r e t h e d e p e n d e n c e u p o n t h e m o d e l i s i m p l i c i t l y a s s u m e d . P y | w( ) i s c a l c u l a t e df r o m t h e m o d e l a n d P w( ) i n c o r p o r a t e s p r i o r k n o w l e d g e o f t h e p a r a m e t e r v a l u e s a n dt h e i r v a r i a b i l i t y .F o r a g e n e r a l m o d e l i t m a y n o t b e p o s s i b l e ( l e t a l o n e e a s y ) t o e v a l u a t e t h e p o s t e r i o rp r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n a n a l y t i c a l l y . I n w h i c h c a s e w e m i g h t a p p r o x i m a t e t h ep o s t e r i o r w i t h a s i m p l e r f o r m : q w( ) , w h i c h i t s e l f w i l l p a r a m e t e r i s e d b y a s e r i e s o f‘ h y p e r � p a r a m e t e r s ’ . W e c a n m e a s u r e t h e f i t o f t h i s a p p r o x i m a t e d i s t r i b u t i o n t o t h e t r u eo n v i a t h e f r e e e n e r g y : F = q w( ) l o g P y | w( ) P w( )q w( )��� �� �� d w . ( 2 . 3 )I n f e r r i n g t h e p o s t e r i o r d i s t r i b u t i o n P w | y( ) i s n o w a m a t t e r o f e s t i m a t i o n o f t h ec o r r e c t q w( ) , w h i c h i s a c h i e v e d b y m a x i m i s i n g t h e f r e e e n e r g y o v e r q w( ) :“ O p t i m i s i n g [ F ] p r o d u c e s t h e b e s t a p p r o x i m a t i o n t o t h e t r u e p o s t e r i o r … , a s w e l l a st h e t i g h t e s t l o w e r b o u n d o n t h e t r u e m a r g i n a l l i k e l i h o o d ” ( A t t i a s 2 0 0 0 ) .P R O O FC o n s i d e r t h e l o g e v i d e n c e :l o g P y( ) = l o g P y | w( ) P w( )Þ d w ,= l o g q w( )Þ P y | w( ) P w( )q w( ) d w ,â q w( )Þ l o g P y | w( ) P w( )q w( ) d w , ( 2 . 4 )
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u s i n g J e n s e n ’ s i n e q u a l i t y . T h i s l a t t e r q u a n t i t y i s i d e n t i f i e d f r o m p h y s i c s a st h e f r e e e n e r g y a n d t h e e q u a l i t y h o l d s w h e n q w( ) = P w | y( ) . T h u s t h ep r o c e s s o f s e e k i n g t h e b e s t a p p r o x i m a t i o n q w( ) b e c o m e s a p r o c e s s o fm a x i m i z a t i o n o f t h e f r e e e n e r g y . A S I D ET h e m a x i m i s a t i o n o f F i s e q u i v a l e n t t o m i n i m i s i n g t h e K u l l b a c k T L i e b l e r( K L d i s t a n c e ) , a l s o k n o w n a s t h e R e l a t i v e E n t r o p y ( P e n n y e t a l . 2 0 0 6 ) ,b e t w e e n q w( ) a n d t h e t r u e p o s t e r i o r . S t a r t w i t h t h e l o g e v i d e n c e :l o g P y( ) = l o g P y , w( )P w | y( ) , ( 2 . 5 )t a k e t h e e x p e c t a t i o n w i t h r e s p e c t t o t h e ( a r b i t r a r y ) d e n s i t y q w( ) := q w( ) l o g P y , w( )P w | y( )� d w ,= q w( ) l o g P y , w( )P w | y( ) � q w( )q w( )��� �� �� d w ,= q w( ) l o g P y , w( )q w( )� d w + q w( ) l o g q w( )P w | y( ) d w� ,= F + K L , ( 2 . 6 )w h e r e K L i s t h e K L d i v e r g e n c e b e t w e e n q w( ) a n d P w | y( ) . S i n c e K Ls a t i s f i e s t h e G i b b ’ s i n e q u a l i t y ( M a c k a y 2 0 0 3 ) i t i s a l w a y s p o s i t i v e , h e n c eF i s a l o w e r b o u n d f o r t h e l o g e v i d e n c e . T h u s t o a c h i e v e a g o o da p p r o x i m a t i o n w e e i t h e r m a x i m i s e F o r m i n i m i s e K L , o n l y t h e f o r m e rb e i n g p o s s i b l e i n t h i s c a s e .2 . 2 . V a r i a t i o n a l a p p r o a c hT o m a k e t h e i n t e g r a l s t r a c t a b l e t h e v a r i a t i o n a l m e t h o d c h o o s e s m e a n f i e l da p p r o x i m a t i o n f o r q w( ) : q w( ) = q w i w i( )i» , ( 2 . 7 )w h e r e w e h a v e c o l l e c t e d t h e p a r a m e t e r s i n w i n t o s e p a r a t e g r o u p s w i , e a c h w i t h t h e i ro w n a p p r o x i m a t e p o s t e r i o r d i s t r i b u t i o n q w i( ) . T h i s i s t h e k e y r e s t r i c t i o n i n t h eV a r i a t i o n a l B a y e s m e t h o d , m a k i n g q a p p r o x i m a t e . I t a s s u m e s t h a t t h e p a r a m e t e r s i n
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t h e s e p a r a t e g r o u p s a r e i n d e p e n d e n t , a l t h o u g h w e d o n o t r e q u i r e c o m p l e t ef a c t o r i s a t i o n o f a l l t h e i n d i v i d u a l p a r a m e t e r s ( A t t i a s 2 0 0 0 ) . T h e c o m p u t a t i o n o f q w i( )p r o c e e d s b y t h e m a x i m i s a t i o n o f q w i( ) o v e r F , b y a p p l i c a t i o n o f t h e c a l c u l u s o fv a r i a t i o n s t h i s g i v e s :l o g q w i w i( ) Y q w i w i( ) l o g P y | w( ) P w( ) db w i ( 2 . 8 )w h e r e w i r e f e r t o t h e p a r a m e t e r s n o t i n t h e i t h g r o u p . W e c a n w r i t e ( 2 . 8 ) i n t e r m s o fa n e x p e c t a t i o n a s : l o g q w i w i( ) r l o g P y | w( ) P w( ) q w i , ( 2 . 9 )w h e r e { X i s t h e e x p e c t a t i o n o f t h e e x p r e s s i o n t a k e n w i t h r e s p e c t t o X .P R O O FW e w i s h t o m a x i m i s e t h e f r e e e n e r g y :F = q w( ) l o g P y | w( ) P w( )q w( )� d w , ( 2 . 1 0 )w i t h r e s p e c t t o e a c h f a c t o r i s e d p o s t e r i o r d i s t r i b u t i o n i n t u r n . F i s af u n c t i o n a l ( a f u n c t i o n o f a f u n c t i o n ) , i . e . F = f w , q w( )( ) d w� , h e n c e t om a x i m i s e F w e n e e d t o t u r n t o t h e c a l c u l u s o f v a r i a t i o n s . W e r e q u i r e t h em a x i m u m o f F w i t h r e s p e c t t o a s u b s e t o f t h e p a r a m e t e r s , w i , t h u s w ew r i t e t h e f u n c t i o n a l i n t e r m s o f t h e s e p a r a m e t e r s a l o n e a s :F = g w i , q w i w i( )( ) d w i® ,w h e r e : g w i , q w i w i( )( ) = f w , q w( )( ) d w iÇ . ( 2 . 1 1 )F r o m v a r i a t i o n a l c a l c u l u s t h e m a x i m u m o f F i s t h e s o l u t i o n o f t h e E u l e rd i f f e r e n t i a l e q u a t i o n :ßß q w i w i( ) g w i , q w i( ) , q ' w i( )( )ìí îïð dd w i ßß q ' w i w i( ) g w i , q w i( ) , q ' w i( )( )ìí îïòó ôõô ö ÷ôø ô = 0 , ( 2 . 1 2 )
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w h e r e t h e s e c o n d t e r m i s z e r o , i n t h i s c a s e , a s g i s n o t d e p e n d a n tu p o n q ' w i w i( ) . U s i n g e q u a t i o n ( 2 . 1 1 ) t h i s c a n b e w r i t t e n a s 1 :II q w i w i( ) q w( ) l o g P y | w( ) P w( )q w( )Y d w i = 0 . ( 2 . 1 3 )= q w i w i( ) l o g P y | w( ) P w( ) d w i o q w i w i( ) l o g q w i w i( ) d w ipp o q w i w i( ) l o g q w i w i( )p d w i = 0 . ( 2 . 1 4 )H e n c e : l o g q w i = q w i w i( ) l o g P y | w( ) P w( ) d w i� + c o n s t a n t , ( 2 . 1 5 )w h i c h i s t h e r e s u l t i n e q u a t i o n ( 2 . 8 ) . S i n c e q w i w i( ) i s a p r o b a b i l i t yd i s t r i b u t i o n i t s h o u l d b e n o r m a l i s e d :q w i w i( ) = e I¥e I¥ d w i§ , ( 2 . 1 6 )w i t h I = q w i w i( ) l n P y | w( ) P w( ) d w iº . A l t h o u g h o f t e n t h e f o r m o f q i sc h o s e n ( e . g . u s e o f f a c t o r i s e d p o s t e r i o r s c o n j u g a t e t o t h e p r i o r s ) s u c h t h a tt h e n o r m a l i s a t i o n i s u n n e c e s s a r y . A d e r i v a t i o n t h a t i n c o r p o r a t e s t h en o r m a l i s a t i o n , u s i n g L a g r a n g e m u l t i p l i e r s , i s g i v e n b y ( B e a l 2 0 0 3 ) .2 . 3 . C o n j u g a t e ç e x p o n e n t i a l r e s t r i c t i o nW e w i l l t a k e t h e a p p r o a c h r e f e r r e d t o b y A t t i a s ( 2 0 0 0 ) a s ‘ f r e e f o r m ’ o p t i m i z a t i o n ,w h e r e b y “ r a t h e r t h a n a s s u m i n g a s p e c i f i c p a r a m e t r i c f o r m f o r t h e p o s t e r i o r s , w e l e tt h e m f a l l o u t o f f r e e ö f o r m o p t i m i s a t i o n o f t h e V B o b j e c t i v e f u n c t i o n . ” W e w i l l ,h o w e v e r , r e s t r i c t o u r s e l v e s t o p r i o r s t h a t a r e c o n j u g a t e w i t h t h e c o m p l e t e d a t al i k e l i h o o d . T h e p r i o r i s s a i d t o b e c o n j u g a t e t o t h e l i k e l i h o o d i f a n d o n l y i f ( B e a l2 0 0 3 ) t h e p o s t e r i o r ( i n t h i s c a s e w e a r e i n t e r e s t e d i n t h e a p p r o x i m a t e f a c t o r i s e dp o s t e r i o r ) : q w i w i( ) �� P Y | w i( ) P w i( ) ( 2 . 1 7 )
1 N o t e t h a t t h i s i s e q u i v a l e n t t o t h e f o r m u s e d i n ( F r i s t o n e t a l . 2 0 0 7 ) : (( q w i( ) ( F( w i/01 23 4 = 0
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i s t h e s a m e p a r a m e t r i c f o r m a s t h e p r i o r . T h i s n a t u r a l l y s i m p l i f i e s t h e c o m p u t a t i o n o ft h e f a c t o r i s e d p o s t e r i o r s , a s t h e V B u p d a t e b e c o m e s a p r o c e s s o f u p d a t i n g t h ep o s t e r i o r s h y p e r p a r a m e t e r s . I n g e n e r a l w e a r e r e s t r i c t e d b y t h i s c h o i c e t o r e q u i r i n gt h a t o u r c o m p l e t e d a t a l i k e l i h o o d c o m e s f r o m t h e e x p o n e n t i a l f a m i l y : “ I n g e n e r a l t h ee x p o n e n t i a l f a m i l i e s a r e t h e o n l y c l a s s e s o f d i s t r i b u t i o n s t h a t h a v e n a t u r a l c o n j u g a t ep r i o r d i s t r i b u t i o n s b e c a u s e t h e y a r e t h e o n l y d i s t r i b u t i o n s w i t h a f i x e d n u m b e r o fs u f f i c i e n t s t a t i s t i c s a p a r t f r o m s o m e i r r e g u l a r c a s e s ” ( B e a l 2 0 0 3 ) . A d d i t i o n a l l y , t h ea d v a n t a g e o f r e q u i r i n g a n e x p o n e n t i a l d i s t r i b u t i o n f o r t h e c o m p l e t e d a t a l i k e l i h o o dc a n b e s e e b y e x a m i n i n g e q u a t i o n ( 2 . 8 ) , w h e r e t h i s c h o i c e n a t u r a l l y l e a d s t o a ne x p o n e n t i a l f o r m f o r t h e f a c t o r i s e d p o s t e r i o r a l l o w i n g a t r a c t a b l e V B s o l u t i o n . H e n c eV B m e t h o d s t y p i c a l l y d e a l w i t h m o d e l s w h i c h a r e c o n j u g a t e M e x p o n e n t i a l , w h e r es e t t i n g t h e r e q u i r e m e n t t h a t t h e l i k e l i h o o d c o m e f r o m t h e e x p o n e n t i a l f a m i l y u s u a l l ya l l o w s t h e c o n j u g a c y o f t h e p r i o r t o b e s a t i s f i e d . I n g e n e r a l t h e r e s t r i c t i o n t o m o d e l sw h o s e l i k e l i h o o d i s f r o m t h e e x p o n e n t i a l f a m i l y i s n o t r e s t r i c t i v e a s m a n y m o d e l s o fi n t e r e s t s a t i s f y t h i s r e q u i r e m e n t ( B e a l 2 0 0 3 ) . N e i t h e r d o e s t h i s s e v e r e l y l i m i t o u rc h o i c e o f p r i o r s ( w h i c h b y c o n j u g a c y w i l l a l s o n e e d t o b e f r o m t h e e x p o n e n t i a lf a m i l y ) , s i n c e t h i s s t i l l l e a v e s a l a r g e f a m i l y i n c l u d i n g n o n M i n f o r m a t i v e d i s t r i b u t i o n s a sl i m i t i n g c a s e s ( A t t i a s 2 0 0 0 ) .W e n o w h a v e a s e r i e s o f e q u a t i o n s f o r t h e h y p e r M p a r a m e t e r s o f e a c h q w i w i( ) i n t e r m so f t h e p a r a m e t e r s o f t h e p r i o r s a n d p o t e n t i a l l y o f t h e o t h e r f a c t o r i s e d p o s t e r i o r s . S i n c et h e e q u a t i o n f o r q w i w i( ) i s t y p i c a l l y d e p e n d e n t u p o n t h e o t h e r w i t h e r e s u l t a n tV a r i a t i o n a l B a y e s a l g o r i t h m f o l l o w s a n E M u p d a t e p r o c e d u r e : t h e v a l u e s f o r t h eh y p e r M p a r a m e t e r s a r e c a l c u l a t e d b a s e d o n t h e c u r r e n t v a l u e s , t h e s e v a l u e s a r e t h e nu s e d f o r t h e n e x t i t e r a t i o n a n d s o o n u n t i l c o n v e r g e n c e . S i n c e V B i s e s s e n t i a l l y a n E Mu p d a t e i t i s g u a r a n t e e d t o c o n v e r g e ( A t t i a s 2 0 0 0 ) .3 . A s i m p l e e x a m p l e : i n f e r r i n g a s i n g l e G a u s s i a nT h e p r o c e d u r e o f a r r i v i n g a t a V B a l g o r i t h m f r o m e q u a t i o n ( 2 . 8 ) i s b e s t i l l u s t r a t e d b ya t r i v i a l e x a m p l e . P e n n y & R o b e r t s ( 2 0 0 0 ) p r o v i d e t h e V B u p d a t e e q u a t i o n s f o r aG a u s s i a n m i x t u r e m o d e l i n c l u d i n g i n f e r e n c e o n t h e s t r u c t u r e o f t h e m o d e l , t h i s i s al i t t l e b e y o n d w h a t w e w i s h t o c o n s i d e r h e r e . H o w e v e r , t h e y a l s o p r o v i d e t h e r e s u l t s
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f o r i n f e r r i n g o n a s i n g l e G a u s s i a n , w h i c h w e w i l l d e r i v e h e r e . W e d r a w m e a s u r e m e n t sf r o m a G a u s s i a n d i s t r i b u t i o n w i t h m e a n ; a n d p r e c i s i o n = :P y n | C , E( ) = E2 J e L M 2 y n L Q( ) 2 . ( 3 . 1 )I f w e d r a w N s a m p l e s t h a t a r e i d e n t i c a l l y i n d e p e n d e n t l y d i s t r i b u t e d ( i . i . d . ) w e h a v e :. ( 3 . 2 )W e w i s h t o i n f e r o v e r t h e t w o G a u s s i a n p a r a m e t e r s , h e n c e w e m a y f a c t o r i s e o u ra p p r o x i m a t e p o s t e r i o r a s : q _ , a( ) = q _( ) q a( ) . ( 3 . 3 )T h u s w e n e e d t o c h o o s e f a c t o r i s e d p o s t e r i o r s f o r b o t h p a r a m e t e r s . W e r e s t r i c to u r s e l v e s t o p r i o r s t h a t b e l o n g t o t h e c o n j u g a t e g e x p o n e n t i a l f a m i l y ; h e n c e w e c h o o s ep r i o r d i s t r i b u t i o n s a s n o r m a l f o r ; a n d G a m m a f o r = . T h e o p t i m a l f o r m f o r t h ea p p r o x i m a t e f a c t o r i s e d p o s t e r i o r s i s d e t e r m i n e d b y o u r c h o i c e o f p r i o r s a n d t h er e q u i r e m e n t o f c o n j u g a c y , t h u s w e h a v e a N o r m a l d i s t r i b u t i o n o v e r ; a n d G a m m ad i s t r i b u t i o n o v e r = : q m | m , q( ) = N m ; m , q( ) = 12 y q e { 12 ~ � { m( ) 2 , ( 3 . 4 )q � | b , c( ) = G a � ; b , c( ) = 1� c( ) � c � 1b c e � � b . ( 3 . 5 )T h u s w e h a v e f o u r ‘ h y p e r g p a r a m e t e r s ’ ( m , � , b , c ) o v e r t h e p a r a m e t e r s o f o u r p o s t e r i o rd i s t r i b u t i o n . T h e l o g f a c t o r i s e d g p o s t e r i o r s ( w h i c h w e w i l l n e e d l a t e r ) a r e g i v e n b y :l o g q ¥( ) = © ¥ © m( ) 22 ­ + c o n s t ¥{ } , ( 3 . 6 )l o g q ¿( ) = Ã ¿ b + c Ã 1( ) l o g ¿ + c o n s t ¿{ } , ( 3 . 7 )w h e r e c o n s t { X } c o n t a i n s a l l t e r m s c o n s t a n t w i t h r e s p e c t t o X . L i k e w i s e t h e l o g p r i o r sa r e g i v e n b y : l o g P ë( ) = ï ë ï m 0( ) 22 ö 0 + c o n s t ë{ } , ( 3 . 8 )l o g P �( ) = � �b 0 + c 0 � 1( ) l o g � + c o n s t �{ } , ( 3 . 9 )
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w h e r e w e h a v e p r i o r v a l u e s f o r e a c h o f o u r h y p e r 4 p a r a m e t e r s d e n o t e d b y a ‘ 0 ’s u b s c r i p t .B a y e s t h e o r e m g i v e s : P A , C | Y( ) H P Y | A , C( ) P A( ) P C( ) , ( 3 . 1 0 )w h i c h a l l o w s u s t o w r i t e d o w n t h e l o g p o s t e r i o r u p t o p r o p o r t i o n , w h i c h w e w i l l n e e df o r e q u a t i o n ( 2 . 8 )L = l o g P Y | X , Z( ) + l o g P X( ) + l o g P ^( ) + c o n s t X , ^{ } ,= N 2 l o g ^ g ^ 2 y n g X( ) 2 g ^b 0 + c 0 g 1( ) l o g ^ g X g m 0( ) 22 Z 0 +np c o n s t X , ^{ } .( 3 . 1 1 )W e a r e n o w i n a p o s i t i o n t o d e r i v e t h e u p d a t e s f o r s a n d t .3 . 1 . U p d a t e o n �F r o m e q u a t i o n ( 2 . 8 ) : l o g q �( ) = L q �( ) d �� . ( 3 . 1 2 )P e r f o r m i n g t h e i n t e g r a l o n t h e r i g h t 4 h a n d s i d e :L q �( ) d �� ,= N 2 l o g � � � 2 y n �  ( ) 2n¤ � �b 0 + c 0 � 1( ) l o g � �   � m 0( ) 22 « 0¬­ ®̄® ° ±®² ® G a � ; b , c( ) d �� ,= �   � m 0( ) 22 « 0 G a � ; b , c( ) d � + N 2 + c 0 � 1¹̧º »¼ ½ l o g � G a � ; b , c( ) d ���� 1b 0 � G a � ; b , c( ) d � � 12 y n �  ( ) 2n¤ � G a � ; b , c( ) d ��� .( 3 . 1 3 )T h i s s i m p l i f i e s b y n o t i n g t h a t t h e s e c o n d a n d t h i r d t e r m s a r e c o n s t a n t w i t h r e s p e c t t os , t h a t t h e i n t e g r a l o f a p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n i s u n i t y , a n d t h a t t h e i n t e g r a l i n t h ef i n a l t e r m i s s i m p l y t h e f i r s t m o m e n t o f t h e G a m m a d i s t r i b u t i o n . H e n c e :L q Ä( ) d Ä = É Ê É m 0( ) 22 Ñ 0 É b c2 y n É Ê( ) 2nÖ× + c o n s t Ê{ } . ( 3 . 1 4 )N o w :
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y n & '( ) 2n+ = N ' 2 & 2 ' y nn+ + y n 2n+ ,= N ' 2 & 2 ' s 1 + s 2 , ( 3 . 1 5 )h e n c e , u s i n g t h i s r e s u l t a n d c o m p l e t i n g t h e s q u a r e :L q M( ) d M = R 1 + N V 0 b c2 V 0 [ R m 0 + V 0 b c s 11 + N V 0 b c_` a b cd 2 + c o n s t [{ }m . ( 3 . 1 6 )C o m p a r i n g c o e f f i c i e n t s w i t h t h e e x p r e s s i o n f o r t h e l o g f a c t o r i s e d s p o s t e r i o r f i n a l l yg i v e s : m = m 0 + z 0 b c s 11 + N z 0 b c , ( 3 . 1 7 )� = � 01 + N � 0 b c . ( 3 . 1 8 )N o t e t h a t h a v i n g i g n o r e d t h e t e r m s w h i c h a r e c o n s t a n t i n � w e c a n o n l y d e f i n e q �( )u p t o s c a l e . I f w e n e e d t h e c o r r e c t l y s c a l e d v e r s i o n w e c a n f u l l y a c c o u n t f o r a l l t h et e r m s i n o u r d e r i v a t i o n , a l t e r n a t i v e l y w e c a n n o r m a l i s e o u r u n s s c a l e d q a t t h i s s t a g e , a si n e q u a t i o n ( 2 . 1 6 ) . T y p i c a l l y f i n d i n g t h e u p d a t e o v e r t h e h y p e r s p a r a m e t e r s i ss u f f i c i e n t , i . e . i n t h i s c a s e w e a r e o n l y i n t e r e s t e d i n w h a t t h e p a r a m e t e r s o f o u rd i s t r i b u t i o n s b e c o m e , w e d o n ’ t c a r e a b o u t h a v i n g a c o r r e c t l y s c a l e d d i s t r i b u t i o n .3 . 2 . U p d a t e o n ¢L i k e w i s e w e c a n a r r i v e a t t h e u p d a t e f o r ¥ , a g a i n s t a r t i n g f r o m ( 2 . 8 ) :l o g q ª( ) = L q ¯( ) d ¯± ,= N 2 l o g ª µ ª 2 y n µ ¯( ) 2n» µ ªb 0 + c 0 µ 1( ) l o g ª µ ¯ µ m 0( ) 22 Â 0ÃÄ ÅÆÅ Ç ÈÅÉ Å N ¯ ; m , Â( ) d ¯± ,= N 2 l o g ª µ ªb 0 + c 0 µ 1( ) l o g ª µ ª 2 y n µ ¯( ) 2n» Í ¯ ; ¯ , Â( ) d ¯± + c o n s t ª{ } ,= N 2 + c 0 µ 1Ö×Ø ÙÚ Û l o g ª µ 1b 0 + X 2Ö×Ø ÙÚ Û ª ,( 3 . 1 9 )w h e r e X i s a f u n c t i o n o f � o n l y :
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X = s 2 ) 2 + s 1 + N + 2( ) N + ; m , 5( ) d +9 ,= s 2 ) 2 s 1 + N + ; m , 5( ) d + + N + 2 N + ; m , 5( ) d +99 ,= s 2 ) 2 s 1 m + N m 2 + 5( ) . ( 3 . 2 0 )C o m p a r i n g c o e f f i c i e n t s w i t h t h e l o g f a c t o r i s e d S p o s t e r i o r , e q u a t i o n ( 3 . 9 ) , g i v e s t h eu p d a t e s f o r Y : 1b = 1b 0 + X 2 , ( 3 . 2 1 )c = N 2 + c 0 . ( 3 . 2 2 )T h u s w e n o w h a v e t h e u p d a t e s , i n f o r m e d b y t h e d a t a , f o r t h e h y p e r p a r a m e t e r s . H e n c ew e c a n a r r i v e a t a n e s t i m a t e f o r t h e p a r a m e t e r s o f o u r G a u s s i a n d i s t r i b u t i o n . S i n c e t h eu p d a t e e q u a t i o n s f o r t h e h y p e r S p a r a m e t e r s f o r n d e p e n d o n t h e h y p e r S p a r a m e t e rv a l u e s f o r o a n d v i c e v e r s a , t h e s e u p d a t e h a v e t o p r o c e e d a s a n i t e r a t i v e p r o c e s s .3 . 3 . N u m e r i c a l e x a m p l eS i n c e t h i s e x a m p l e i s s u f f i c i e n t l y s i m p l e i t i s p o s s i b l e t o p l o t t h e f a c t o r i s e da p p r o x i m a t i o n t o t h e p o s t e r i o r a g a i n s t t h e t r u e p o s t e r i o r , a s i s d o n e i n F i g u r e 1 . W h e r e1 0 0 s a m p l e s w e r e d r a w n f r o m a n o r m a l d i s t r i b u t i o n w i t h z e r o m e a n a n d u n i t yv a r i a n c e , a n d w h e r e t h e f o l l o w i n g r e l a t i v e l y u n i n f o r m a t i v e p r i o r v a l u e s w e r eu s e d : m 0 = 0 , � 0 = 1 0 0 0 , b 0 = 1 0 0 0 , c 0 = 0 . 0 0 1 . T h e V B u p d a t e s w e r e r u n o v e r 1 0 0 0i t e r a t i o n s ( m o r e t h a n s u f f i c i e n t f o r c o n v e r g e n c e ) g i v i n g e s t i m a t e s f o r t h e m e a n o f t h ed i s t r i b u t i o n a s 0 . 0 9 1 8 a n d v a r i a n c e a s 1 . 1 9 9 0 . F i g u r e 2 c o m p a r e s t h e a p p r o x i m a t ep o s t e r i o r f o r n t o t h e t r u e m a r g i n a l p o s t e r i o r , s h o w i n g t h a t a s t h e s i z e o f t h e d a t ai n c r e a s e s t h e a p p r o x i m a t i o n i m p r o v e s .
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F i g u r e 1 : C o m p a r i s o n o f ( l o g ) t r u e p o s t e r i o r ( w i r e f r a m e ) t o t h e f a c t o r i s e d a p p r o x i m a t i o n( s h a d e d ) f o r V B i n f e r e n c e o f t h e p a r a m e t e r s o f a s i n g l e G a u s s i a n .

F i g u r e 2 : A c c u r a c y o f t h e m a r g i n a l p o s t e r i o r f o r E a s t h e s i z e o f t h e d a t a i n c r e a s e s .3 . 4 . F r e e e n e r g yT h e e x p r e s s i o n f o r t h e f r e e e n e r g y f o r t h i s p r o b l e m i s g i v e n b y ( P e n n y e t a l . 2 0 0 0 ) :F = L a v r K L q u( ) | | p u( )( ) r K L q |( ) | | p |( )( ) , ( 3 . 2 3 )w h e r e t h e a v e r a g e l i k e l i h o o d i s :L a v = 0 . 5 N � c( ) + l o g b( ) � 0 . 5 b c s 2 + N m 2 + �( ) � 2 m s 1( ) , ( 3 . 2 4 )t h e K L d i v e r g e n c e b e t w e e n t h e f a c t o r i s e d p o s t e r i o r s a n d p r i o r s i s g i v e n b y :
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K L q (( ) | | p (( )( ) = 0 . 5 l o g 6 06 + m 2 + m 0 2 + 6 ; 2 m m 02 v 0 ; 0 . 5 ,K L q ?( ) | | p ?( )( ) = c ; 1( ) B c( ) ; l o g b ; c ; l o g D c( ) + l o g D c 0( )+ c 0 l o g b 0 ; c 0 ; 1( ) B c 0( ) + l o g b 0( ) + b cb 0 , ( 3 . 2 5 )a n d R x( ) i s t h e d i g a m m a f u n c t i o n e v a l u a t e d a t x ( s e e t h e a p p e n d i x ) .4 . V a r i a t i o n a l B a y e s u p d a t e s f o r n o n x l i n e a r f o r w a r dm o d e l sN o w w e c a n t u r n t o a m o r e u s e f u l V B d e r i v a t i o n t h a t o f i n f e r r i n g t h e p a r a m e t e r s f o r an o n � l i n e a r f o r w a r d m o d e l w i t h a d d i t i v e n o i s e . T h e m o d e l f o r t h e m e a s u r e m e n t s , y , i sy = g �( ) + e , ( 4 . 1 )w h e r e g �( ) i s t h e n o n � l i n e a r f o r w a r d m o d e l f o r t h e m e a s u r e m e n t s a n d e i s a d d i t i v eG a u s s i a n n o i s e w i t h p r e c i s i o n � : e � N 0 , � � 1( ) , ( 4 . 2 )H e n c e : P y n | £( ) = £2 ¨©ª« ¬­ ® ¯ 12 e ¯ 12 e T µ e . ( 4 . 3 )T h u s f o r N o b s e r v a t i o n s w e h a v e a l o g l i k e l i h o o d o f :l o g P y | ¿( ) = N 2 l o g Å Æ 12 y Æ g É( )( ) T Å y Æ g É( )( ) , ( 4 . 4 )w h e r e Í = Ï , Ñ{ } i s t h e s e t o f a l l t h e p a r a m e t e r s w e w i s h t o i n f e r : t h o s e o f t h e m o d e la n d t h e n o i s e .F o r V B w e f a c t o r i s e t h e a p p r o x i m a t e p o s t e r i o r s e p a r a t e l y o v e r t h e m o d e l p a r a m e t e r sì a n d t h e n o i s e p a r a m e t e r í : q ï | y( ) = q õ ö | y( ) q ÷ ø | y( ) , ( 4 . 5 )F r o m h e r e o n t h e s u b s c r i p t s o n q w i l l b e d r o p p e d a s t h e f u n c t i o n s h o u l d b e c l e a r f r o mt h e d o m a i n o f t h e f u n c t i o n . T h e f o l l o w i n g d i s t r i b u t i o n s a r e c h o s e n f o r t h e p r i o r s :P �( ) � M V N � ; m 0 , � 0� 1( ) , ( 4 . 6 )



T h e F M R I B V a r i a t i o n a l B a y e s T u t o r i a lC h a p p e l l , G r o v e s & W o o l r i c h

1 5

P &( ) ) G a & ; s 0 , c 0( ) . ( 4 . 7 )T h e f a c t o r i s e d p o s t e r i o r s a r e c h o s e n c o n j u g a t e w i t h t h e f a c t o r i s e d p o s t e r i o r s a s :q L | y( ) Q M V N L ; m , X Y 1( ) , ( 4 . 8 )q ` | y( ) e G a ` ; s , c( ) . ( 4 . 9 )N o w w e c a n u s e B a y e s ’ t h e o r e m e q u a t i o n ( 2 . 1 ) t o g e t t h e l o g u p o s t e r i o r , w h i c h w e w i l ln e e d t o d e r i v e t h e u p d a t e e q u a t i o n s :L = l o g P } | y( ) = l o g P y | }( ) + l o g P �( ) + l o g P �( ) + c o n s t { � , � } , ( 4 . 1 0 )w h e r e w e p l a c e a n y t e r m s t h a t a r e c o n s t a n t i n � , � i n t h e f i n a l t e r m . H e n c e :L = � 12 y � g �( )( ) T y � g �( )( ) + N 2 l o g £� 12 � � m 0( ) T ¨ 0 � � m 0( )c 0 � 1( ) l o g £ � 1s 0 £+ c o n s t � , £{ } . ( 4 . 1 1 )W e a r e n o w a l m o s t r e a d y t o u s e e q u a t i o n ( 2 . 8 ) t o d e r i v e t h e u p d a t e s f o r t h ep a r a m e t e r s o f e a c h f a c t o r i s e d p o s t e r i o r d i s t r i b u t i o n . H o w e v e r , L ( e q u a t i o n ( 4 . 1 1 ) )m a y n o t p r o d u c e t r a c t a b l e V B u p d a t e s f o r a n y g e n e r a l n o n u l i n e a r m o d e l . I n t h i s c a s ew e w i l l e n s u r e t h e t r a c t a b i l i t y b y c o n s i d e r i n g a l i n e a r a p p r o x i m a t i o n o f t h e m o d e l . I np r a c t i c e i t m a y n o t b e n e c e s s a r y t o r e s t r i c t o u r s e l v e s t o a p u r e l y l i n e a r a p p r o x i m a t i o na s l o n g a s w e e n s u r e t h a t t h e l i k e l i h o o d s t i l l b e l o n g s t o t h e c o n j u g a t e u e x p o n e n t i a lf a m i l y , w e w i l l r e t u r n t o t h i s p o i n t l a t e r . W e a p p r o x i m a t e g ¼( ) b y a f i r s t u o r d e r T a y l o re x p a n s i o n a b o u t t h e m o d e o f t h e p o s t e r i o r d i s t r i b u t i o n ( w h i c h f o r a M V N i s a l s o t h em e a n ) : g Á( ) Ä g m( ) + J Á È m( ) , ( 4 . 1 2 )w h e r e J i s t h e J a c o b i a n ( m a t r i x o f p a r t i a l d e r i v a t e s ) :J( ) x , y = d g Ô( ) x( )d Ô y × = m . ( 4 . 1 3 )T h i s l i n e a r i z a t i o n m e a n s t h a t w e n o l o n g e r h a v e ‘ p u r e ’ V B . T h e m a i n c o n s e q u e n c e o ft h i s t h a t t h e g u a r a n t e e o f c o n v e r g e n c e f o r V B n o l o n g e r a p p l i e s . T h e p r o b l e m sa s s o c i a t e w i t h c o n v e r g e n c e w i l l b e p u r s u e d f u r t h e r i n l a t e r .
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4 . 1 . P a r a m e t e r u p d a t e e q u a t i o n sT h i s s e c t i o n s u m m a r i s e s t h e r e s u l t i n g e q u a t i o n s f o r t h e u p d a t e s o f t h e p a r a m e t e r s t h a tw i l l b e d e r i v e d i n d e t a i l i n t h e f o l l o w i n g s e c t i o n s .F o r w a r d m o d e l p a r a m e t e r s : Z = s c J T J + Z 0 ,c m n e w = s c J T k + J m o l d( ) + c 0 m 0 ,N o i s e p r e c i s i o n p a r a m e t e r s : c = N 2 + c o ,1s = 1s 0 + 12 k T k i + 12 T r � � 1 J T J( ) ,w h e r e k = y � g m( ) .4 . 2 . U p d a t e s f o r f o r w a r d m o d e l p a r a m e t e r sF r o m e q u a t i o n ( 2 . 8 ) : l o g q ¨ | y( ) ­ L q ¯ | y( ) d ¯± , ( 4 . 1 4 )T h e f a c t o r i s e d l o g ³ p o s t e r i o r i s ( f r o m ( 4 . 8 ) ) :l o g q ¸ | y( ) = ¾ 12 ¸ T Â ¸ + 12 ¸ T Â m + 12 m T Â ¸ + c o n s t ¸{ } , ( 4 . 1 5 )T h e r i g h t ³ h a n d s i d e o f e q u a t i o n ( 4 . 1 4 ) :L q Î | y( ) d ÎÔ Ô ,= × 12 Î y × g Û( )( ) T y × g Û( )( ) × 12 Û × m 0( ) T ã 0 Û × m 0( ) + c o n s t Û{ }íîï ðñ òÔ Ô G a Î ; s , c( ) d Î ,= × 12 Û × m 0( ) T ã 0 Û × m 0( ) × 12 y × g Û( )( ) T y × g Û( )( ) ÎÔ G a Î ; s , c( ) d Î + c o n s t Û{ } ,= × 12 Û × m 0( ) T ã 0 Û × m 0( ) × 12 s c y × g Û( )( ) T y × g Û( )( ) + c o n s t Û{ } .( 4 . 1 6 )N o w , u s i n g t h e l i n e a r i z a t i o n o f g �( ) f r o m e q u a t i o n ( 4 . 1 2 ) :y � g �( ) = y � g m( ) + J � � m( ) ,= k + J � � m( ) , ( 4 . 1 7 )
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W e c a n w r i t e e q u a t i o n ( 4 . 1 6 ) a s := 9 12 < T > 0 + s c J T J( ) < 9 < T > 0 m 0 + s c J k + J m( )( ) 9 > 0 m 0 + s c J k + J m( )( ) T <{ } ,( 4 . 1 8 )C o m p a r i n g c o e f f i c i e n t s w i t h e q u a t i o n ( 4 . 1 5 ) , g i v e s t h e u p d a t e s f o r m a n d Z :[ = s c J T J + [ 0 , ( 4 . 1 9 )d m n e w = s c J T k + J m o l d( ) + d 0 m 0 . ( 4 . 2 0 )N o t e t h a t i n e q u a t i o n ( 4 . 2 0 ) t h e n e w v a l u e o f m i s d e p e n d a n t u p o n i t s p r e v i o u s v a l u e .T h i s i s u n l i k e V B f o r l i n e a r f o r w a r d m o d e l s ( a n d a l l t h e o t h e r u p d a t e s f o r t h i sf o r m u l a t i o n ) , w h e r e t h e n e w v a l u e f o r e a c h h y p e r � p a r a m e t e r i s o n l y d e p e n d e n t u p o nt h e o t h e r h y p e r � p a r a m e t e r s a n d h y p e r � p a r a m e t e r p r i o r s .4 . 3 . U p d a t e s f o r t h e n o i s e p r e c i s i o nF o r t h e n o i s e p r e c i s i o n p o s t e r i o r d i s t r i b u t i o n w e h a v e f r o m e q u a t i o n ( 2 . 8 ) :l o g q � | y( ) = L q   | y( ) d  ¢ ¢ . ( 4 . 2 1 )T h e l o g � p o s t e r i o r i s g i v e n b y :l o g q § | y( ) = c ® 1( ) l o g § ® § s + c o n s t §{ } , ( 4 . 2 2 )a n d t h e r i g h t � h a n d s i d e o f e q u a t i o n ( 4 . 2 1 ) a s := ¹ 12 ¼ y ¹ g ¿( )( ) T y ¹ g ¿( )( ) + N 2 l o g ¼ + c 0 ¹ 1( ) l o g ¼ ¹ 1s 0 ¼ + c o n s t ¼{ } Õ Ö×ØÙ ÚÛÚÜ q ¿( ) d ¿ ,= N 2 + c 0 ¹ 1àáâ ãä å l o g ¼ ¹ 1s 0 ¼ ¹ 12 ¼ y ¹ g ¿( )( ) TÜ y ¹ g ¿( )( ) M V N ¿ ; m , ë( ) d ¿ .( 4 . 2 3 )U s i n g t h e l i n e a r i z a t i o n a s i n e q u a t i o n ( 4 . 1 7 ) :y ñ g ó( )( ) Tù y ñ g ó( )( ) M V N ó ; m , �( ) d ó ,= k T k ñ ó ñ m( ) T J T k ñ k T J ó ñ m( ) + ó ñ m( ) T J T J ó ñ m( ){ }ù M V N ó( ) d ó ,= k T k + T r a c e � � 1 J T J( ) . ( 4 . 2 4 )
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w h e r e t h e i n d i c a t e d t e r m s a r e z e r o 2 a n d t h e f o l l o w i n g r e s u l t h a s b e e n u s e d :: ; m( ) T UA : ; m( ) M V N : ; m , G H 1( ) d : = T r G P 1 U( ) R U , ( 4 . 2 5 )H e n c e e q u a t i o n ( 4 . 2 3 ) b e c o m e s := N 2 + c 0 d 1fgh ij k l o g o d 1s 0 o d 12 o k T k + T r a c e x y 1 J T J( ){ } . ( 4 . 2 6 )C o m p a r i n g c o � e f f i c i e n t s w i t h e q u a t i o n ( 4 . 2 2 ) g i v e s t h e f o l l o w i n g u p d a t e e q u a t i o n s :c = N 2 + c o , ( 4 . 2 7 )1s = 1s 0 + 12 k T k + 12 T r � � 1 J T J( ) . ( 4 . 2 8 )I n t h i s c a s e t h e u p d a t e f o r c i s n o t d e p e n d a n t u p o n t h e h y p e r � p a r a m e t e r s f o r � , h e n c e i td o e s n o t n e e d t o b e i t e r a t i v e l y d e t e r m i n e d .4 . 4 . N u m e r i c a l E x a m p l eA s i m p l e e x a m p l e o f a n o n � l i n e a r m o d e l w i l l n o w b e c o n s i d e r e d t o i l l u s t r a t e t h ep e r f o r m a n c e o f t h i s V B a l g o r i t h m . T h e f o r w a r d m o d e l t a k e s t h e f o r m o f a d e c a y i n ge x p o n e n t i a l : g µ( ) = A e » ¼ t ( 4 . 2 9 )w h e r e ¿ = A , Ã{ } . F i g u r e 3 s h o w s t h e f i t t o t h e d a t a f o r t w o v a l u e s o f n o i s e p r e c i s i o nr e p r e s e n t i n g r e l a t i v e l y l a r g e a n d s m a l l q u a n t i t i e s o f a d d i t i v e n o i s e , v a l u e s f o r t h ep a r a m e t e r s u s e d w e r e A = 1 , É = 1 a n d Ê = 1 0 0 o r 1 0 , w i t h 5 0 d a t a p o i n t s e q u a l l y s p a c e di n t b e t w e e n 0 a n d 5 . F i g u r e 4 s h o w s g r o u p r e s u l t s f o r a r a n g e o f n o i s e p r e c i s i o n , a te a c h v a l u e 1 0 s e t s o f d a t a w e r e g e n e r a t e d a n d p a r a m e t e r s e s t i m a t e d u s i n g V B , t h em e a n v a l u e o f t h e e s t i m a t e i s s h o w n a l o n g w i t h t h e m e a n e s t i m a t e o f t h e v a r i a n c e .T h e v a r i a n c e i s a m e a s u r e o f t h e c o n f i d e n c e i n t h e e s t i m a t e a n d a s m i g h t b e e x p e c t e di n c r e a s e s w i t h i n c r e a s i n g n o i s e .
2 S i n c e , f o r e x a m p l e , Ô Õ m( ) M V N Ô ; m , Þ( ) d Ô = m Õ m = 0â .
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F i g u r e 3 : F i t o f t h e V B e s t i m a t e d e x p o n e n t i a l d e c a y m o d e l t o s i m u l a t e d d a t a w i t h n o i s ep r e c i s i o n s o f 1 0 0 ( l e f t ) a n d 1 0 ( r i g h t ) .
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F i g u r e 4 : E s t i m a t e d v a l u e s o f A a n d G w i t h v a r y i n g p r e c i s i o n , a v e r a g e o f 1 0 s e p a r a t e d a t as e t s a t e a c h v a l u e . E s t i m a t e s o f t h e v a r i a n c e a r e a l s o s h o w n f o r A ( I ) a n d G ( o ) .T h e V B a p p r o a c h c a n b e c o m p a r e d t o u s i n g a l i n e a r r e g r e s s i o n o f t h e l o g a r i t h m o f t h ed a t a a s a s i m p l e e s t i m a t o r . T h i s e s t i m a t o r , h o w e v e r , i s u l t i m a t e l y u n s a t i s f a c t o r y s i n c et h r o u g h t a k i n g t h e l o g a r i t h m t h e G a u s s i a n n o i s e p r o c e s s b e c o m e s l o g f G a u s s i a n a n dh e n c e s u m f o f f s q u a r e s e r r o r o n t h e l i n e a r r e g r e s s i o n i s n o l o n g e r o p t i m a l . A f u r t h e rp r o b l e m w i t h t h i s a p p r o a c h i s t h a t b y t a k i n g t h e l o g o f t h e d a t a w e c a n n o t h a n d l en e g a t i v e v a l u e s o f g ( w h i c h a r i s e a s a r e s u l t o f t h e a d d i t i v e n o i s e ) .
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5 . V a r i a t i o n a l B a y e s c o n v e r g e n c e i s s u e sC o n v e r g e n c e o f t h e V a r i a t i o n a l B a y e s i t e r a t i v e u p d a t e s i s g u a r a n t e e d s i n c e i t i sf u n d a m e n t a l l y a g e n e r a l i s a t i o n o f E M ( B e a l 2 0 0 3 ) . H o w e v e r , s i n c e w e h e r e u s e aT a y l o r e x p a n s i o n t o a p p r o x i m a t e a n o n ^ l i n e a r m o d e l , s u c h a g u a r a n t e e o f c o n v e r g e n c en o l o n g e r e x i s t s , a s t h e m o d e l s e e n b y V B i s n o t i d e n t i c a l t o t h e t r u e m o d e l a n y m o r e .I f c o n v e r g e n c e i s s i m p l y m e a s u r e d b y s t a b i l i s a t i o n o f t h e p a r a m e t e r s t h e n i t i s e a s y t or e a c h a c o n d i t i o n w h e r e t h e i t e r a t i o n s a l t e r n a t e s b e t w e e n a l i m i t e d s e t o f s o l u t i o n sw i t h o u t s e t t l i n g t o a s t a b l e s e t o f v a l u e s .A m o r e r i g o r o u s m e t h o d i s t o m o n i t o r t h e v a l u e o f F a n d h a l t t h e i t e r a t i o n o n c e am a x i m u m h a s b e e n r e a c h e d . A l t e r n a t i v e l y t h e l i k e l i h o o d m u l t i p l i e d b y t h e p r i o r s a sa n e s t i m a t e o f t h e p o s t e r i o r m a y b e u s e d s i n c e t h i s i s e a s i e r t o c a l c u l a t e . H o w e v e r , t h ev a l u e o f F i s t h e c o r r e c t m e a s u r e t o u s e s i n c e w e a r e a i m i n g t o m a x i m i s e i t . T h ee x p r e s s i o n f o r F i s g i v e n b y : F = q w( ) l n P y , w( )q w( )q d w , ( 5 . 1 )H e n c e f o r t h e n o n ^ l i n e a r f o r w a r d m o d e l c o n s i d e r e d h e r e :F = y s cs 0 + N 2 + c 0 y 1��� �� � l o g s + � c( )�� ��y 12 m � m 0( ) T � 0 m � m 0( ) + T r � � 1 � 0( ){ }y 12 k T k + T r � � 1 J T J( ){ } y s l o g c y l o g ¡ c( )y c + N 2 + c y 1��� �� � l o g s + � c( )�� ��+ 12 l o g d e t �( ) + c o n s t a n t , ( 5 . 2 )w h e r e ª ( c ) i s t h e d i g a m m a f u n c t i o n a s d e f i n e d i n t h e a p p e n d i x .S i n c e t h e n o n ^ l i n e a r v e r s i o n o f V B i s d e v i a t e s f r o m a n E M a p p r o a c h t h e v a l u e o f Fd u r i n g i t e r a t i o n m a y p a s s t h r o u g h a m a x i m u m a n d s t a r t t o d e c r e a s e a g a i n , t h i s i sa s s o c i a t e d w i t h i l l c o n d i t i o n i n g o f t h e m a t r i x i n v e r s i o n i s r e q u i r e d i n e q u a t i o n ( 4 . 2 0 )f o r t h e c a l c u l a t i o n o f t h e m e a n s f o r t h e m o d e l p a r a m e t e r s . I f t h e p r e c i s i o n m a t r i x i s i l l
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c o n d i t i o n e d f o r i n v e r s i o n t h i s c a n p r o d u c e s p u r i o u s s o l u t i o n s t h a t s h o w i n a n i n c r e a s ei n F . T h i s m a y a r i s e b e c a u s e t h e a l g o r i t h m m a k e s a s t e p b a s e d o n t h e l i n e a ra p p r o x i m a t i o n t o t h e m o d e l , w h i c h w i l l b e m i s @ d i r e c t e d i n r e g i o n s w h e r e t h e m o d e l i sh i g h l y n o n @ l i n e a r . O f t e n i f i t e r a t i o n i s a l l o w e d t o p r o c e e d p a s t t h i s p o i n t i m p r o v e m e n ti n F m a y r e c u r . T h e r e f o r e , o n e a p p r o a c h t o r e a c h c o n v e r g e n c e i s t o h a l t o n l y o n c e t h ev a l u e o f F h a s d e c r e a s e d a t a n i t e r a t i o n a n d h a s n o t i m p r o v e d e v e n a f t e r a f u r t h e rn u m b e r o f i t e r a t i o n s s e t e m p i r i c a l l y , i . e . e v e n a f t e r a d e c r e a s e i n F t a k e a f u r t h e rn u m b e r o f ‘ t r i a l ’ s t e p s t o t e s t i f t h e a l g o r i t h m c a n p a s s t h o u g h t h e p r o b l e m .A l t e r n a t i v e l y t h e c a s e o f a n i l l c o n d i t i o n m a t r i x i n v e r s i o n w i t h i n a n i t e r a t i v ee s t i m a t i o n s c h e m e i s a w e l l k n o w p r o b l e m a n d c a n b e d e a l t w i t h u s i n g L e v e r n b u r g @M a r q u a t ( L @ M ) a p p r o a c h , e . g . ( A n d e r s s o n 2 0 0 7 ; F r i s t o n e t a l . 2 0 0 7 ) . T h e L @ Ma p p r o a c h d e a l s w i t h a m i n i m i z a t i o n s c h e m e o f t h e f o r m :U n e w = U o l d + H _ 1 a , ( 5 . 3 )i . e . a n i n c r e m e n t a l u p d a t e d i n t h e p a r a m e t e r e s c a l e d b y a n i n v e r t e d m a t r i x , t h a tt y p i c a l l y i s a H e s s i a n . I f t h e c o n v e r g e n c e f a i l s i t w i l l t y p i c a l l y b e b e c a u s e H b e c o m e sn e g a t i v e d e f i n i t e o r p o o r l y c o n d i t i o n e d ( A n d e r s s o n 2 0 0 7 ) . L @ M d e a l s w i t h t h i sp r o b l e m b y i n t r o d u c i n g a s c a l a r , i , i n i t i a l i s e d t o a s m a l l v a l u e :j n e w = j o l d + H + t u d i a g H[ ]( ) ~ 1 � . ( 5 . 4 )I f t h i s a c h i e v e s a n i m p r o v e m e n t i n t h e c o n v e r g e n c e m e a s u r e t h e n w e a c c e p t t h e n e wv a l u e o f � , i f n o t t h e n w e i n c r e m e n t � . U l t i m a t e l y i f w e d o n o t f i n d a n i m p r o v e m e n ti n o u r c o n v e r g e n c e m e a s u r e t h e n w e k e e p i n c r e m e n t i n g � u n t i l t h e m a t r i x t h a t w e a r ei n v e r t i n g b e c o m e s d i a g o n a l l y d o m i n a n t w i t h l a r g e v a l u e s a n d h e n c e e q u a t i o n ( 5 . 4 )r e d u c e s t o � n e w = � o l d a n d w e c o n c l u d e t h a t w e c a n n o t f i n d a b e t t e r s o l u t i o n .T h e L @ M s c h e m e i s i m p l e m e n t e d i n t h e V a r i a t i o n a l B a y e s o n t h e u p d a t e f o r t h e m e a n so f t h e f o r w a r d m o d e l p a r a m e t e r s :m = m o l d + � + � � d i a g �[ ]( ) ¡ 1 £ , ( 5 . 5 )w h e r e : ¤ = J T X y ª g m( ) + J m( ) + ² 0 m 0( ) ª ² m o l d . ( 5 . 6 )
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I f t h e c o n v e r g e n c e m e a s u r e f a l l s , i . e . t a k e s a b a c k w a r d s t e p , t h e n a n u p d a t e a c c o r d i n gt o e q u a t i o n ( 5 . 5 ) i s a t t e m p t e d w i t h @ = 0 . 0 1 , d u r i n g t h i s u p d a t e a l l t h e o t h e r ( i . e .n o i s e ) p a r a m e t e r s a r e n o t u p d a t e d . I f t h i s r e s u l t s i n a r e d u c t i o n i n t h e F t h e n t h e V Bu p d a t e s p r o c e e d w i t h t h e s e n e w v a l u e s f o r t h e f o r w a r d m o d e l p a r a m e t e r m e a n s ,o t h e r w i s e @ i s i n c r e a s e d b y a f a c t o r o f 1 0 a n d t h e p r o c e s s r e p e a t e d u n t i l F i n c r e a s e s .I f n o i m p r o v e m e n t c a n b e f o u n d , i . e . @ r e a c h e s a l a r g e v a l u e a t w h i c h n o c h a n g e i n mi s c a l l e d f o r b y e q u a t i o n ( 5 . 5 ) , t h e n w e h a l t . D u r i n g t h i s L M u p d a t e p h a s e t h e n o i s ep a r a m e t e r s a n d t h e v a l u e o f t h e m o d e l p a r a m e t e r p r e c i s i o n s a r e n o t u p d a t e d , o n l y t h em e a n s a l o n e . W e o n l y r e s u m e ‘ n o r m a l ’ V B u p d a t e s i f @ r e t u r n s t o i t s o r i g i n a l v a l u e .E s s e n t i a l l y b y u s i n g a n L M a p p r o a c h w e s e e k t o r e d u c e t h e s i z e o f s t e p m a d e b y t h ea l g o r i t h m w h e n t h e T a l y o r e x p a n s i o n i s a p o o r a p p r o x i m a t i o n t o t h e m o d e l . H o w e v e ra p p l y i n g L M t o t h e p a r a m e t e r m e a n s w i t h i n V B i s a n a r t i f i c i a l i n t e r f e r e n c e i n t o t h eu p d a t e s a n d w h i l s t i t w i l l a l w a y s a c h i e v e c o n v e r g e n c e i t s e e m s l i k e l y t h a t i t w i l l e n du p i n s o m e l o c a l m i n i m u m . I n p r a c t i c e r e s u l t s p r o d u c e d w h e r e t h e L M a p p r o a c h t oc o n v e r g e n c e i s a p p l i e d c o m p a r e s w e l l w i t h t h o s e u s i n g t h e ‘ t r i a l ’ m e t h o d d e s c r i b e da b o v e . H o w e v e r , i n a n u m b e r o f c a s e s i t i s f o u n d ( b y m o n i t o r i n g t h e v a l u e o f F ) t h a tt h e ‘ t r i a l ’ m e t h o d p r o d u c e s m o r e o p t i m a l s o l u t i o n s a n d t y p i c a l l y w i t h f e w e r i t e r a t i o n s .6 . A c k n o w l e d g e m e n t sW i t h g r a t e f u l t h a n k s t o S a a d a n d S a l i m a f o r h e l p f u l c o m m e n t s a n d a d v i c e i np r e p a r i n g t h i s t u t o r i a l .7 . A p p e n d i x – f u n c t i o n d e f i n i t i o n sT h e G a m m a d i s t r i b u t i o n m a y b e d e f i n e d a s :G a x ; b , c( ) = 1x c( ) x c z 1b c e z xb . ( 6 . 1 )T h e d i � g a m m a f u n c t i o n i s d e f i n e d a s :� x( ) = dd x l n � x( ) = � ' x( )� x( ) . ( 6 . 2 )
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8 . R e f e r e n c e sA n d e r s s o n , J . L . R . ( 2 0 0 7 ) . N o n ? L i n e a r O p t i m i s a t i o n , T e c h n i c a l R e p o r t , T B C ,F M R I B C e n t r e ,A t t i a s , H . ( 2 0 0 0 ) . A V a r i a t i o n a l B a y e s i a n F r a m e w o r k f o r G r a p h i c a l M o d e l s . I np r o c e e d i n g s : A d v a n c e s i n N e u r a l I n f o r m a t i o n P r o c e s s i n g S y s t e m s , M I T P r e s s ,C a m b r i d g e , M A .B e a l , M . J . ( 2 0 0 3 ) . V a r i a t i o n a l A l g o r i t h m s f o r A p p r o x i m a t e B a y e s i a n I n f e r e n c e , P h DT h e s i s , G a t s b y C o m p u t a t i o n a l N e u r o s i c e n c e U n i t , U n i v e r s i t y C o l l e g e L o n d o n ,L o n d o n .F r i s t o n , K . , J . M a t t o u t , e t a l . ( 2 0 0 7 ) . " V a r i a t i o n a l F r e e E n e r g y a n d t h e L a p l a c eA p p r o x i m a t i o n . " N e u r o I m a g e 3 4 ( 1 ) : 2 2 0 .M a c k a y , D . ( 2 0 0 3 ) . V a r i a t i o n a l M e t h o d s . I n f o r m a t i o n T h e o r y , I n f e r e n c e , a n dL e a r n i n g A l g o r i t h m s , C U P : 4 2 2 ? 4 3 6 .P e n n y , W . , S . K i e b e l , e t a l . ( 2 0 0 3 ) . " V a r i a t i o n a l B a y e s i a n I n f e r e n c e f o r F m r i T i m eS e r i e s . " N e u r o I m a g e 1 9 ( 3 ) : 7 2 7 .P e n n y , W . D . , S . K i e b e l , e t a l . ( 2 0 0 6 ) . V a r i a t i o n a l B a y e s . ?P e n n y , W . D . a n d S . J . R o b e r t s ( 2 0 0 0 ) . V a r i a t i o n a l B a y e s f o r 1 ? D i m e n s i o n a l M i x t u r eM o d e l s , T e c h n i c a l R e p o r t , P A R G ? 2 0 0 0 ? 0 1 , D e p a r t m e n t o f E n g i n e e r i n g S c i e n c e ,U n i v e r i s t y o f O x f o r d , O x f o r d .W o o l r i c h , M . W . a n d T . E . J . B e h r e n s ( 2 0 0 6 ) . " V a r i a t i o n a l B a y e s I n f e r e n c e o f S p a t i a lM i x t u r e M o d e l s f o r S e g m e n t a t i o n " I E E E T r a n s a c t i o n s o n M e d i c a l I m a g i n g2 5 ( 1 0 ) : 1 3 8 0 ? 1 3 9 1 .


